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Dans cette Note now nous occupons de deux questions distinctes. La 
premiere traite des propriMs fondamentales des elements nilpotents et 
semi-simples; nous obtenons ces proprietes d’une man&e nouvelle et, B 
notre avis, beaucoup plus simple que celles que nous connaissons ([I], [3], 
[4], [5]). La deuxieme se rapporte aux corps de definition d’une algebre. 
Nous dbignons, dans tout ce qui suit, par % une algebre associative unitaire 
sur un corps commutatif R. Avec h nous noterons une cl&we algebrique de K. 
1. EL&JINTS NILPOTENTS ET SEMI-SIMPLES 
1. D~~FINITIONS. Un Clement e, de X est dit nilpotent s’il existe un entier 
m > 0 tel que vln = 0. On dit que v est semi-simple s’il annule un polynome 
F(s) de k[x] ayant toutes ses racines distinctes. 
Pour v nilpotent le polynome minimal annul6 par v est de la forme 9. 
Tandis que, pour v semi-simple,l son polynome minimal a toutes ses racines 
distinctes. 
Si 3I est l’ensemble des elements nilpotents de 2l et B est celui des elements 
semi-simples, on a Cvidemment III n 6 = 0. 
2. Dans tout homomorphisme o : % -+ 8 de K-algebres, a chaque Clement 
nilpotent (semi-simple) de ‘u correspond un Clement nilpotent (semi-simple) 
de 8. 
3. &ant don& un corps K’ contenant K, soit %’ la R’-algebre k’ @ &II, 
deduite de ‘8 par l’extension B k’ du corps de base k. On sait que 2l peut &r-e 
considtree comme une sous-algebre de ?I et que, pour tout Blement v de 9l, 
1 Lorsque k est parfait, la d&nition que nous donnons ici pour les Uments semi- 
simples coincide avec celle donnke & [I]. Mais ce n’est pas le cas pour k quelconque. 
Contrairement a ce qui se paissait A [I], avec la prhsente dlfinition, la semi-simplicitb 
d’un Clkment eat conservbe toujours pour les extensions du corps de base. 
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le polynome minimal est le meme dans ‘11 que dans W [2]. Par consequent, 
tout Clement nilpotent (semi-simple) dans ‘u est aussi nilpotent (semi-simple) 
dans 21’. 
4. Si un Clement v de ‘u n’est pas semi-simple, il y a dans &[v] un Clement 
nilpotent # 0. En effet, le polynome minimal F(x) de er se decompose dans 
k[x] sous la forme F(x) =17(x - a$‘, avec, au moins, un ri > 1. L’ClCment 
l7(0 - ai) de E[ c est nilpotent et different de 0. 91 
5. Dans tout ce numero, a, et va designent deux elements de % qui 
commutent. On a alors 
PROPOSITION 1. Si w, et v2 sont nilpotents, tous les &ments de I’id&l 
engendre’ par (v 1 , w2) duns k[v, , VJ sont nilpotents. 
Trivial! 
PROPOSITION 2. Si v1 et vz sont semi-simples, tout &ment de k[v, , w2] est 
aus=’ semi-simple. 
De ce que nous avons dit a 4. il en resulte que, pour dtmontrer la proposi- 
tion, il suffit de prouver que dans &[vI , v.J il n’y a pas d’elements nilpotents 
# 0. Soient x1 et x, deux indeterminees sur i. Considerons le k-homomor- 
phisme 0 : 6[x 1 , xs] + k[w,, , v2], tel que U(XJ = wi . Notons avec a le noyau 
de u. Si Fi(x) est le polynome minimal de wi , l’ideal q = (F,(x,), F2(x2)) est 
contenu dans a. On peut done decomposer u d’aprb la suite suivante de 
homomorphismes 
4x1, xz] --t &Lx1 ’ xal + &[w, ) w;] 
9 
Soit xi l’image canonique de xi dans k[x, , xJ/q, on va voir que, dans k[x; , XL] 
il n’y a pas d’elements nilpotents # 0, d’oh, en vertu de 2., rbultera la proposi- 
tion. Si mi + 1 est le degre deF,(x) tout Clement x’ de k[x; , xi] peut s’ecrire 
sous la forme G,(x;) xkms + *** + G,+(x;), oti tous les polynomes G,(x;) sont 
de degre < m, . Affirmer que, dans &[x; , x;], il n’y a pas d’elements nil- 
potents # 0, Cquivaut a dire qu’il n’existe aucune identite de la forme 
avec les Gj(xI) de degre < m, , l’un au moins d’entre eux # 0 et m > 1. 
Comme Fi(x) a toutes ses racines distinctes, l’une d’entre elles n’annule pas 
tous les G,(x~). Soit 01 une telle racine; en faisant la substitution x1 = (Y dans 
l’identite precedente, on obtient 
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Mais cette identite n’est pas possible parce que le premier membre s’annule 
au plus pour ma valeurs distinctes de x2 , tandis que le deuxieme est nul pour 
les nza + 1 racines distinctes deF,(x). 
6. PROPOSITION 3. Si k est parfait et v est a@brique, v se d6compose 
dans X en somme v = v,, f v, de deux e7e’ments v,, et a, respectivement 
nilpotent et semi-simple qui commutent. Cette dt%omposition est unique. 
Soit 8 = k[v] la k-algebre engendree par v et soit F(x) = Fr(x)‘l. 
FzW **.F,(x)‘m la decomposition du polynome F(x), minimal de a, en 
produit des puissances des facteurs premiers dans k[x]. On sait [6] que 
k[v] est somme directe d’algebres 8, , 8, ,..., 9, , oh bj est isomorphe avec 
k[x]/Fj(x>‘j. D’autre part, il est immediat de voir que, pour qu’un Clement de 
b soit nilpotent (semi-simple), il faut et il suffit que chacune de ses compo- 
santes suivant les ?I$ soit nilpotente (semi-simple). Done, pour prouver la 
proposition, il suffit de le faire dans le cas d’un v dont le polynome minimal 
soit de la forme F(x)+, avec F(x) premier dans k[x]. Dans ce cas, soit k’ un 
corps de decomposition deF(x) et soit b’ l’algebre deduite de b par l’exten- 
sion de k a k’. On a pour 9’ une decomposition en somme directe d’algebres 
S: , oti .%i est isomorphe avec k’[x]/(x - a$ les ai &ant les racines de F(x). 
Si v a comme composante vi dans 8; , soit v, l’element de k’[v] dont les 
composantes sont (vi - ai) et soit v, celui de composantes ai. On a 
v = vn + vs , v, &ant nilpotent et v, &ant semi-simple. Nous allons voir 
que a, , et par consequent V~ aussi, est dans B. On sait [6] que, si l’on designe 
par Cj(x) le produit nj,i (x - a$, il existe des polynomes Pj(x) de degre 
< Y, univoquement determines, tels que C P,(x) C,(x) = 1 (mod. F(x>‘). 
De l’unicite il en resulte que, pour tout automorphisme T du groupe B(k’/k), 
de Galois de k’ par rapport a k, de T(aT) = a, on deduit T(P$~) = P,C, . 
L’ClCment v, peut s’ecrire sous la forme v8 = C ajPj(v) C,(v) [6], qui est un 
polynome de k’[v] dont les coefficients sont invariants pour 8(k’/k) et, par 
consequent, appartient a k[v]. 
Que ei, et V~ commutent resulte du fait que les deux sont des polynomes de 
k[v]. Pour voir que la decomposition est unique, considerons d’abord le cas 
oh ‘11 est commutative. Dans ce cas, de e?, + v, = vk + vi, avec v,, et vi 
nilpotents et v8 et vi semi-simples, on obtient v, - vk = vi - vs. Mais, 
de 5, il en rtsulte que le premier membre de cette CgalitC est nilpotent et 
le deuxieme est semi-simple; par consequent: v, = VA et v, = vi . Dans le 
cas de U non commutative, soit v = VA + vi une decomposition satisfaisant 
les conditions de la proposition. Considerons la sous-algebre commutative 
21’ = k[vk , vl] de ‘11. Comme k[v] est contenue dans 2l’, cette decomposition 
doit co’incider avec celle que nous avons obtenu dans k[v]. 
7. La condition k parfait est necessaire pour la validite de la Proposition 3, 
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comme le prouve l’exemple suivant: Soit k un corps de caracteristique 2 
soit a un Clement de k n’appartenant pas 5 k2. ConsidCrons l’algebre ?I = k[er], 
telle que w2 + a = 0. Soit k’ = k(a), avec 01~ = a, et soit ‘11’ l’extension de ‘u 
quand on passe de k a k’. Dans ‘u’ la partie nilpotente de o est TJ - 01, qui 
n’appartient pas B ‘u. 
De m&me la condition de que v, et o, commutent est necessaire pour 
pouvoir affirmer l’unicid de la decomposition. En effet, soit ‘u = k[u, , u2] 
une algebre pour laquelle: ur2 = 0, ur # 0, u2(u2 - 1) = 0, ulu2 = 0 et 
UZUl = 111 . L’ClCment v = ur + us est semi-simple puisque w(z, - 1) = 0. 
Pour v on a les deux decompositions distinctes: 0 + v = ur + u2 . 
8. Si ‘3 est commutative, les elements algebriques de % forment, comme 
on le voit facilement, une k-algebre a’. Si, en outre, k est parfait, les resultats 
precedents permettent d’etablir la 
PROPOSITION 4. Si % est commutative et k parfait : (a) % est un idial de 
3; (b) 6 est une k-alg?bre; et (c) 2V est somme directe de W et G. 
2. CORPS DE DEFINITION D'UNE ALG~~BRE 
1, Soit k, un sous-corps de k. Nous dirons que k, est un corps de d+nition 
de 2l quand il existe une k,-algbbre ‘u, , contenue dans Cu, telle que ‘u soit 
l’extension de 2lr quand on passe de k, a k. 11 est connu [2] que cette condition 
est Cquivalente a l’existence d’une k-base de 2l dont les elements appartiennent 
a XI, . Gvidemment, si k, est un corps de definition de 2l, tout corps compris 
entre k, et k est aussi un corps de definition de ‘$I. 
2. Si k, et k, sont des corps de definition de ‘(I, on peut se demander si 
l’intersection de k1 et k, est aussi un corps de definition ? La reponse (affir- 
mative !) a cette question resultera de la proposition plus precise suivante : 
PROPOSITION 5. I1 existe un corps de dt;finition k’ qua’ est contenu dans tout 
autre corps de de’$nition de 2L 
Le corps k’ dont il est question dans la proposition sera appele le plus 
petit corps de d@nition de ‘u. 
Soit (5 la k-algebre d’endomorphismes de 2l, celle-ci consideree comme 
k-espace vectoriel. L’algebre a admet le corps premier k, de k comme plus 
petit corps de definition. Soit 0 la application k-lineaire de % dans e corres- 
pondant a la representation rtguliere de ‘u. L’image ((I’ = u(X) est isomorphe 
avec ‘u. Considerons ‘II’ comme sous-espace vectoriel de e. Comme a est 
definie sur k, , il existe un plus petit corps de rationalit de XI’ [2], ce corps 
4w3/2-4 
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est le K’ cherche. En effet [2], 1 i existe une K-base de 8’ dont les elements 
sont des combinaisons lineaires de ceux d’une base de t% par rapport a k, 
avec des coefficients appartenant Q k’, et tout autre corps satisfaisant ces 
conditions doit contenir k’. 
3. Pour k quelqonque, avec les notations de 1, on peut demontrer la 
PROPOSITION 6. 6 est une algkbre d@nie SW k, tandis que % peut &tre 
&fini SUY une extension purement ins&parable de k. 
Par recurrence sur la dimension de WI, on peut se borner au cas oh % = k[u]. 
De m&me, par decomposition en somme directe, dans k[u], on peut supposer 
le polynome minimal de u de la forme Pm, avec P premier dans k[x]. 
Si P est separable, le raisonnement utilise dans la demonstration de la 
Proposition 3 donne notre resultat. La dimension de 6 est &gale au degre de P. 
Si P est inseparable, soit n le facteur separable du degre de P et soit ph 
son degrC d’inseparabilite. En passant a un corps de decomposition de P, 
on voit que la dimension de G est Cgale a n. Mais, si l’on pose z, = Gh, le 
facteur premier du polynome minimal de z, est separable et de degre n. I1 y 
aura done dans k[w], et par consequent dans k[u], une base de 6 comm’il 
fallait demontrer. 
Pour ‘%, on voit tout de suite que si ai sont les coefficients de P, l’extension 
k’ de k obtenue par l’adjonction des elements bi tels que bfh = ai est un 
corps de definition de %. 
4. L’exemple de 1, 7., montre que, pour obtenir un corps de definition 
de 8, il peut &tre necessaire une extension propre de k. 
5. La Proposition 6 permet de donner une demonstration tres simple 
d’une proposition importante de la theorie des groupes lineaires, Ctablie 
par M. Rosenlicht [7], affirmant que: Si oj, est un groupe algebrique lineaire 
nilpotent conexe defini sur k, le tore maximal de 8 est aussi defini sur k. 
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